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PROBLEMSTELLUNG

» Es sind Paare von Messwerten (x;, y;) mit i € {1,...
und n > 2 gegeben. Diese stellen geometrisch eine
Punktwolke im R? dar.
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PROBLEMSTELLUNG
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Punktwolke im R? dar.

» Diese Paare miissen (fiir die lineare Regression)
anndhernd auf einer Geraden liegen.
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LINEARE

PROBLEMSTELLUNG RecRessto

‘WITTMANN

PROBLEMSTELLUNG

» Es sind Paare von Messwerten (x;, y;) mit i € {1,...,n}
und n > 2 gegeben. Diese stellen geometrisch eine
Punktwolke im R? dar.

» Diese Paare miissen (fiir die lineare Regression)
anndhernd auf einer Geraden liegen.

» Es soll der Zusammenhang zwischen interessierenden
(endogene) und erklidhrenden (exogene) Variablen
analysiert und beschrieben werden.

» Dafiir wird die Gerade gesucht, die am nachsten an den
Messwerten liegt. Diese heilit Ausgleichs- oder
Regressionsgerade.



BEISPIEL

Rauchen und Lungenkrebs
» In einer Studie (in England) wurde anhand von
Berufsgruppen untersucht, ob diese mehr oder weniger
als der Durchschnitt der Bevdlkerung raucht und ob die
Anzahl der Patienten (aus diesen Gruppen) haufiger an

Lungenkrebs erkrankt.

Quelle: Occupational Mortality: The Registrar General's
Decennial Supplement for England and Wales, 1970-1972,
Her Majesty's Stationery Office, London, 1978
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LINEARE

BEISPIEL REGRESSION

Rauchen und Lungenkrebs WiTTMANN
» In einer Studie (in England) wurde anhand von
Berufsgruppen untersucht, ob diese mehr oder weniger
als der Durchschnitt der Bevdlkerung raucht und ob die
Anzahl der Patienten (aus diesen Gruppen) haufiger an

Lungenkrebs erkrankt.

Quelle: Occupational Mortality: The Registrar General's
Decennial Supplement for England and Wales, 1970-1972,
Her Majesty's Stationery Office, London, 1978

BEISPIEL

Occupational Group () Smoking (x;) | Mortality (y;)
Farmers, foresters, and fisherman 77 84
Miners and quarrymen 137 116
Gas, coke and chemical makers 117 123
Service, sport, and recreation workers 100 120
Administrators and managers 76 60
Professionals, technical workers, and artists 66 51

N



LINEARE

ANSATZ REGRESSION

‘WITTMANN

Da die Punkte in der Punktwolke ann3hernd auf einer
Geraden liegen, kann man allgemein einen ungefihren
Zusammenhang zwischen der exogenen Variablen x und der
endogenen Variablen y beschreiben:

ANSATZ

y =~ a+ fBx (1)
Sterblichkeit ~ « + 8 * Rauchen (2)

N



ANSATZ

Da die Punkte in der Punktwolke ann3hernd auf einer
Geraden liegen, kann man allgemein einen ungefihren

Zusammenhang zwischen der exogenen Variablen x und der
endogenen Variablen y beschreiben:

y ~ a+ Bx

Sterblichkeit ~ « + 3 * Rauchen

Um die Abweichung der Punkte von der Geraden
auszugleichen, wird eine StorgroRe ¢; mit einbezogen:

Yi =

a+ Bx; + €

(1)
(2)
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RESIDUUM

Die StorgroRe ¢ wird auch als Residuum bezeichnet und
beschreibt den Abstand der Messwerte y; von dem

Schatzwert y; der Regressionsgeraden. Die Regressionsgerade

wird mit

angegeben. Nun kann man das Residuum ¢€; allgemein

angeben:

~

y

=&+ fx

Yi—JYi
yi — (& + 5x;)

(4)
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» Nun sollen die beiden unbekannten Parameter o und 3
geschatzt werden.

KLEINSTE
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KLEINSTE QUADRATE

» Nun sollen die beiden unbekannten Parameter o und 3
geschatzt werden.
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» Um eine Mdglichst genaue Schitzung der Parameter zu
erhalten, muss die Summe der Abstande minimal sein,
daher mussen diese als Funktion D beschrieben werden.
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KLEINSTE QUADRATE

» Nun sollen die beiden unbekannten Parameter o und 3
geschatzt werden.

(7)
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» Um eine Mdglichst genaue Schitzung der Parameter zu
erhalten, muss die Summe der Abstande minimal sein,
daher mussen diese als Funktion D beschrieben werden.

» Die Funktion D besitzt die zwei Parameter o und 5.
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KLEINSTE QUADRATE

Um einen Funktionsterm zu finden, betrachten wir den
Abstand der Vektoren

» vV € R"” mit den Eintrigen v; = §;

» y € R” mit den Eintragen y;

D(a, ) = |V -yl =
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KLEINSTE QUADRATE

Um einen Funktionsterm zu finden, betrachten wir den
Abstand der Vektoren

» vV € R"” mit den Eintrigen v; = §;

» y € R” mit den Eintragen y;

Um die Extremstellen der Funktion D zu bestimmen,

gelten:

D(a, ) = |V -yl =

VD=0

muss
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Die Funktion D kann weiter vereinfacht werden, da das B
Minimum von D(a, ) und d(a, ) = D(a, 3)? gleich ist. REGRESSION
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Nun muss die Funktion d minimiert werden:

n n

d(a,f) =) (i —y)? =) (a+hx—y) (10

i=1 i=1 KLEINSTE
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Nun muss die Funktion d minimiert werden:

n n

d(a, ) = (i —yi)> =D _(a+Bx —y)

i=1 i=1

0d _
da
od _
B

S0 2(8+ Bxi — i)

S 2(8 + Bxi — yi)xi
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‘WITTMANN

Um das Minimum zu bestimmen muss gelten Vh = 0. Aus
dieser Bedingung kann ein LGS aufgestellt werden. Die
Losungen des LGS sind:

5 i (i=x)yi=y) :
b= =S (13)  peere
a= y —mx (14)
mit
X = % D1 Xi (15)
yo= =3y (16)



GUTE DER REGRESSIONSGERADEN

» Nachdem nun eine Regressionsgerade gefunden wurde,
soll iiberpriift werden, wie genau diese Gerade die
tatsachlichen Werte schatzt.
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GUTE DER REGRESSIONSGERADEN

» Nachdem nun eine Regressionsgerade gefunden wurde,
soll iiberpriift werden, wie genau diese Gerade die
tatsachlichen Werte schatzt.

» Es muss nun zwischen der Streuung die von der
Regressionsgeraden beschrieben wird und anderen
Einfliissen getrennt werden.
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GUTE DER REGRESSIONSGERADEN

» Nachdem nun eine Regressionsgerade gefunden wurde,

soll iiberpriift werden, wie genau diese Gerade die

tatsachlichen Werte schatzt.

» Es muss nun zwischen der Streuung die von der
Regressionsgeraden beschrieben wird und anderen

Einfliissen getrennt werden.

» Die gesamte Streuung (sum of squares total)ldsst so

beschreiben:

SQT => (vi—y)
i=1

(17)
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DARSTELLUNG SQT
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LINEARE

SQE REGRESSION

Die erklarte Streuung (sum of squares explained): WrrTsANN

SQE =Y (5i—7) (18)
i=1
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BESTIMMTHEITSMASS

Die Residualstreuung (sum of squares residuals):

SQR=Y (vi— )
i=1
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BESTIMMTHEITSMASS

Die Residualstreuung (sum of squares residuals):

SQR=Y (vi— )
i=1

(19)

Das Mal der Genauigkeit der Regressionsgeraden, wird als

Bestimmtheitsmal oder auch Determinationskoeffizient

bezeichnet. Es beschreibt den Anteil der erklarten Streuung
an der Gesamtstreuung:

R2

SQE 0L i)

TSQT T XLz

(20)
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R? DES BEISPIELS

» Fiir das Beispiel ist R?> = 0,51. Der Zusammenhang
zwischen Rauchen und Lungenkrebs wurde zu ca. 50%
erklart.

LINEARE
REGRESSION

‘WITTMANN

GUTE



R? DES BEISPIELS

» Fiir das Beispiel ist R?> = 0,51. Der Zusammenhang
zwischen Rauchen und Lungenkrebs wurde zu ca. 50%
erklart.

» Allein auf das BestimmungsmaB sollte man sich jedoch
nicht verlassen, wie dieses Beispiel zeigt:

» Es wurde versucht einen Zusammenhang zwischen der
Flache eines Landes und dessen Einwohnerzahl zu
beschreiben.
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PUNKTWOLKE (OHNE DEUTSCHLAND UND
FRANKREICH)

18 + R%2 =0.14

Einwohnerzahl
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PUNKTWOLKE ReGRASSION
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80 + R? = 0.91
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QUELLEN

» Keppeler, Stefan: Lineare Regression (www.maphy.
uni-tuebingen.de/lehre/ws-2007-08/mibgg/
scripts/14_lineare_Regression.pdf)

» Fahrmeir, Ludwig et.al.: Statistik, Springer Verlag

» Stalder, Peter: Einfache lineare Regression (www.
forschung.snb.ch/files/stalder/update-nov-05/
oekonometriel/einfach-regression/
SimpleReg_T1.pdf)

» Stahel, Werner: Linerare Regression (http://stat.
ethz.ch/"stahel/courses/regression/reg-intro.
pdf)

Verwendete Software: IATEX, PSTricks und Gnuplot
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Vielen Dank fiir ihre Aufmerksamkeit
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